MATEMATICKE METODE ZA ODREDIVANJE JEDNACINE KRIVE VODA U KOSOM RASPONU
NA OSNOVU POZNATOG NAJVECEG UGIBA PARABOLE ZA ODABRANU TEMPERATURU
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Kriva voda je lan€anica, tj. kriva funkcije hiperbolni cosinus, koja ina¢e pripada grupi transcendentnih
funkcija. S obzirom da je kriva parabole vrlo bliska krivoj lan¢anice pri projektovanju nadzemnih
vodova lan€anica se Cesto aproximira parabolom [1]. Parabola je kvadratna funkcija i pripada grupi
algebarskih funkcija. Jedna od osnovnih matematickih razlika izmedu parabole i lan¢anice ogleda se u
tome Sto je u slu€aju parabole exponent stalan, dok je u sluaju lananice promenjiv, tj. X kao
promenjiva varijabla se nalazi u exponentu jednacine lan€anice u exponencijalnom obliku.

Razlog za aproximaciju lan¢anice parabolom je vrlo jasan, znatno pojednostavljenje proracuna. To je
sasvim opravdano jer je u velikom broju slu¢ajeva odstupanje izmedu lan¢anice i parabole neznatno,
te se moZze zanemariti. U stranoj struénoj literaturi za projektovanje nadzemnih vodova opSte je
prihvac¢ena cinjenica da se za raspone do oko 400 metara kriva voda moze smatrati parabolom. Preko
400 metara se ve¢ preporucuje proracun prema modelu lan¢anice jer odstupanje izmedu lancanice i
parabole tada moze biti znatno. Jedna od osnovnih razlika izmedu lananice i parabole je prisutna u
kosom rasponu. Naime, dok je najveci ugib parabole uvek lociran na sredini raspona, dotle je najveci
ugib lan€anice u kosom rasponu blago pomeren prema viSoj taki veSanja voda [2].

Za jednalinu parabole mozemo napisati mnoStvo njenih varijacija, od kojih svaka ima specifi¢nu
primenu. Nasuprot tome jednadina lananice ima samo dve varijante, i to jednu u exponencijalnom
obliku, a drugu u obliku hiperbolni cosinus. Nakon matemati¢kog aproximiranja lan¢anice parabolom,
u radu je prikazano numeri¢ko odredivanje visinske razlike izmedu parabole i lananice za dva
konkretna primera. U nastavku su prezentirane dve sasvim razlicite matematicke metode za
odredivanje jednacine krive voda na osnovu poznatog najvec¢eg ugiba parabole. Prva metoda se
zasniva na upotrebi jednacine ugiba, dok druga metoda koristi tri poznate tacke voda.

Definisani su sledeéi pojmovi: jednacina ugiba, jednacina spojnice, jednacina krive voda i najniza
taCka voda. Detaljno su prikazani matematicki algoritmi za njihovo odredivanje na osnovu poznatog
najvec¢eg ugiba parabole. To omogucava brzo i lako izraCunavanje visine voda u bilo kojoj tacki
raspona, zatim ugiba u bilo kojoj ta¢ki voda ili pak koordinata najnize tacke voda, ¢ak i za one koji se
ne bave projektovanjem nadzemnih vodova. Crtanje krive voda je takode vrlo jednostavno na osnovu
prikazane jednacine krive voda.

S obzirom da je koordinatni pocetak (0;0) X-y koordinatnog sistema postavljen u podnoZzje levog stuba
razmatranog raspona, jednacina voda ustvari predstavija jednacinu visine voda u odnosu na X-osu
koordinatnog sistema. Pored raspona a i visine taéaka ve3anja voda hy, h, kao neophodan ulazni

podatak za proraéun koristimo i najveci ugib voda f, a njegovu vrednost dobijemo provodenjem dobro
poznatog, tzv. mehani¢kog proracuna voda [3], [4]. (Mehaniki proracun voda nije predmet ovog rada.
Prikazani proraCuni su isklju¢ivo matematickog karaktera.)
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APROXIMACIJA LANCANICE PARABOLOM

Na slikama 1. i 2. zajedno su prikazane kriva lan€anice i kriva parabole radi njihovog uporedenja.
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Slika 1. Parabola i lananica sa temenom u (0;C) Slika 2. Parabola i lan¢anica sa temenom u (0;0)

lako su krive lancanice i parabole vrlo sliéne njihove matemati¢ke jednacine nemaju nikakve sli¢nosti.
U slede¢im redovima ¢emo prikazati kako se lanCanica (catenary) moze aproximirati parabolom.
Polazimo od osnovne jednacine lan€anice (1) i slike 1.

ylan = Cl]:h(X/C) (1)

Teme krive je u tacki (0;C), a C je parametar lan¢anice. Ako koordinatni po¢etak (0;0) stavimo u teme
lan¢anice (slika 2.), onda se prethodna jednacina menja u (2), a nakon razvijanja u red dobija oblik (3).
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Prvi €lan jednacine (3) ima najvecu vrednost a svaki sledeci ima sve manju vrednost. Ako uzmemo u
obzir samo prvi ¢lan a ostale zanemarimo, npr. jer je njihova vrednost isuviSe mala, onda se radi o
paraboli (4). 1/2C predstavlja A koeficijent parabole. Na ovaj nadin je landanica aproximirana
parabolom. Ako koordinatni po¢etak postavimo u podnozje levog stuba (visine h) raspona, onda
jednacina lan€anice u ravnom rasponu ima oblik (5). Ista jednacina ali u exponencijalnom obliku je (6).
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Cesto se postavlja pitanje koliko je odstupanje izmedu parabole i lanéanice? Treba naglasiti da se to
ne moze izraziti algebarski, s obzirom da lan€anica nije algebarska funkcija. Odstupanje izmedu ove
dve funkcije mozemo izraziti samo numericki, i to za svaki konkretan slu¢aj posebno. U tom cilju su
predstavljena dva primera ravnog raspona, jedan za 20 kV, a drugi za 120 kV. Namerno su izabrani
rasponi sa velikim ugibom, jer je pri ve¢em ugibu i odstupanje veée. Na osnovu tri poznate tacke (A, B
i C) krive voda u ravnom rasponu prvo je odredena jednacina parabole Yp.(X), a zatim lancanice Yan(X)
sa istim najve¢im ugibom f. Nakon toga je graficki predstavljena visinska razlika, tj. odstupanje izmedu
dvije krive AY(X) = YoalX) — Yian(X). U tackama A, B, C odstupanje je jednako nuli, a maximalnu
vrednost dostigne dva puta unutar raspona. Jasno se vidi da je maximalna vrednost odstupanja vrlo
mala (reda milimetara), Sto opravdava upotrebu parabole pri projektovanju nadzemnih vodova. U
kosom rasponu je maximalna vrednost odstupanja nesto veca.
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Dijagram na slici 4. predstavlja razliku jednacine parabole (9) i jednacine lan¢anice (10), tj. AY(X).
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Slika 4. Visinska razlika izmedu parabole i lan¢anice za primer br. 1.
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Slika 5. Ravni raspon (120 kV)
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Dijagram na slici 6. predstavlja razliku jednacine parabole (12) i jednacine lan¢anice (13), tj. AY(X).
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Slika 6. Visinska razlika izmedu parabole i lananice za primer br. 2.

ODREBIVANJE JEDNACINE KRIVE VODA NA OSNOVU JEDNACINE UGIBA
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Slika 7. Kriva voda u kosom rasponu

Jednacina krive voda je razlika jednacine spojnice Ys(X) i jednacine ugiba fx=f(X). Spojnica je linija koja
spaja tacke veSanja voda, te je njena jednacina u segmentu [0,a] jednacina prave (15) koja prolazi
kroz tacke A(0;hy) i B(&h,) na slici 7. Vertikalno rastojanje izmedu spojnice i voda je ugib.
h, —h
=2 1x+h x0[0,a] (15)
a

Za jednalinu ugiba koristimo formulu (16), vrlo rasprostranjenu u madarskoj stru¢noj literaturi.
Pomocu ove formule mozemo izraCunati ugib u bilo kojoj (X) tacki raspona a.

f = f|:1— (a—azsz} x0[0,a] (16)

U slede¢em koraku treba oduzeti jednacinu (16) od (15) u cilju odredivanja jednacine krive voda (17).
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Jednagina (17) je univerzalna, jer vaZi za obe vrste kosog raspona, tj. i za hy<h, i za h;>h,, iako je
izvedena na osnovu sluéaja h;<h,, kao na slici 7. U ravnom rasponu jednac¢ina (17) dobija
jednostavniji oblik (18), s obzirom da je tada h,=h,=h.
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yv:h—flz:].—(a_azxj } xD[O,a] (18)

Znaci (17) je glavna jednacina za krivu voda u kosom rasponu, a (18) se odnosi na specijalan slucaj
kada su obe tacke veSanja voda u razmatranom rasponu na istoj visini.
Nakon sredivanja jednacine (17) dobijamo izraz (19), koji predstavlja univerzalnu jednacinu voda u

osnovnom obliku parabole. 1z ove jednacine mozemo izdvojiti koeficijente parabole A, B i C (20).

yv:?;X2+WX+h1 xD[O,a] (19)
4f h,—h —4f
A=— B=-2%2 -1 C= 20
" 5 h, (20)
U ravnom rasponu jednacina (19) ima jednostavniji oblik (21), jer je h;=h,=h.
yvzgxz—ﬂx+h x0[0,a] (21)
a a

Koeficijent parabole A odreduje njen oblik. Ako je A>0 onda je parabola okrenuta otvorom nagore, a
ako je A<O onda je parabola okrenuta otvorom nadole. Naravno ovde govorimo o tzv. vertikalnoj
paraboli, jer u matematici postoji i vodoravna parabola. U slu¢aju krive voda je A>0, s obzirom da su a
i f uvek pozitivni. Za razliku od krive voda kriva ugiba je parabola okrenuta otvorom nadole. Jednacina
ugiba u osnovnom obliku jednacine parabole je jednacina (22), kod koje je A<0 i C=0.
fx:—%x2+ﬂx x0[0,a] (22)
a a

Na slici 7. se jasno vidi da kriva ugiba ima maximum u tacki C'(a/2; f ), te je na osnovu toga lako
napisati kanonski oblik jednacine ugiba (23).
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ODREBIVANJE JEDNACINE KRIVE VODA NA OSNOVU TRI POZNATE TACKE VODA

Za razliku od prethodne metode za odredivanje jednaline krive voda ova metoda ne zahteva niti
prethodno odredivanje jednacine spojnice, niti jednadine ugiba, nego samo poznavanje najveéeg
ugiba voda f, pored osnovnih ulaznih podataka za proraéun a, h; i h,. Naime, iskoristiéemo &injenicu
da je najveéi ugib parabole uvek lociran na sredini raspona, bilo da se radi o ravnom ili kosom
rasponu. Znacdi X;=a/2, a Y koordinatu tatke C ¢emo odrediti na sledeéi nagin:

h -h oh h h h +h
—heeTh 2w b B o hth 24
Yo =M+ 2 2 2 2 (24

S obzirom da sada poznajemo tri tatke parabole, a to je dovoljan uslov za njeno definisanje, mozemo
napisati sistem od tri jednacine sa tri nepoznate prema osnovnoj jednacini parabole (25).

y=AX’ +Bx+C (25)
h =C (26)
h, = Aa’ + Ba+C (27)

2
hl+h2—f=A(aj +B(aj+c (28)
2 2 2



Re3enje ovog sistema [5], [6] algebarskih jednacina (26), (27), (28) su koeficijenti parabole A, Bi C
(20) koje treba uvrstiti u (25) u cilju odredivanja krajnje jednacine krive voda (29).

yvz‘;xuhf'g"‘” x+h,  x0[0,a] (29)

Dobili smo potpuno identiénu formulu kao u prethodnoj metodi Sto je sasvim dovoljan dokaz
ispravnosti obe metode. Iz jednacine (29) mozZemo izvesti izraz za ravni raspon (21), ali to je vec
uradeno u prethodnoj metodi, te ne treba ponavljati.

TRANSFORMACIJA JEDNACINE KRIVE VODA U KANONSKI OBLIK

Pored osnovnog oblika jednacine parabole (25) Cesto se koristi i tzv. kanonski oblik (30). Pomocu
izraza (31) jednacinu krive voda (29) mozemo transformisati u njen kanonski oblik (34).
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(34) je kanonski oblik jednagine krive voda u kosom, a (35) u ravnom rasponu. (34) ima viSestruku
namenu. Npr. moZe se koristiti za odredivanje najnize tacke krive voda [7], jer Xun i Ymin SU koordinate
temena parabole. U vecini sluajeva su najniza taCka voda i teme parabole jedna te ista tacka (kao na
slici 7). U protivnom najniZza tacka voda je identi¢na sa nizom tackom veSanja voda M. Dva konkretna
primera takvih extremnih kosih raspona kod kojih Xy 0[0,8] su prikazana na slikama 8.1 9. (a=40m)
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JEDNACINA UGIBA | JEDNACINA KRIVE VODA U ZAVISNOSTI OD PARAMETRA PARABOLE p

U cilju kompletne matematicke obrade jednacine ugiba i jednacine krive voda korisno je prikazati i
njihove verzije u zavisnosti od parametra parabole P. Parametar parabole uvek ima pozitivhu
vrednost. Poznavajuéi matemati¢ku vezu (36) izmedu parametra P i koeficijenta A, odnosno vezu
izmedu najveceg ugiba f i parametra p, jednacine ugiba (22) i (23) dobijaju oblik (37) i (38), a
jednacine voda (29), (34), (21) i (35) dobijaju oblik (39), (40), (41), odnosno (42).

p—i = W—i - M1 f—a—2 (36)
2A 2p a® 2p 8p
1. Osnovni i kanonski oblik jednacine ugiba
fxz—ix2+ix x0[0,a] (37)
2p 2p
2 2
fx:—l(x—aj + & x0[0,a] (38)
2p 2 8p
2. Osnovni i kanonski oblik jednacine krive voda u kosom rasponu
1 2 h2 - hl a
=—Xx°+ -— X+ xJ)0,a 39
%= 50 ( a op)th [0.4] (39)
2
1 a 2p a 2p
= —qx—-—|1- h + —|1-—-(h, - x|0,al (40
o L [ ) A P [ S O
3. Osnovni i kanonski oblik jednacine krive voda u ravhom rasponu
Yy, = ix 2_ 2 y4h x0[0,a] (41)
2p 2p
2 2
y, = L [x—aj +h-2 xD[O,a] (42)
2p 2 8p

JEDNACINA KRIVE VODA U ZAVISNOSTI OD KOORDINATA TEMENA PARABOLE

Ako znamo koordinate temena parabole onda mozemo napisati jednacinu krive voda u zavisnosti od
Xuins Yains N1 1% 1. Yo=Y (X Yaans Nz, X). Osnovni oblik ove jednacine je (43), a kanonski oblik (44).

y, = h1_yl\é1|N X2_2(h1_yMIN)X+h1 XD[O,a] (43)
XMiN XmiN
Yo = LyMz'N (X ~ Xmin )2 * Y x0 [O’ a] (44)
XMiN

Uvrstavanjem Xyn=a/2, hy=h i yyn=h-f u (43) i (44) dobijamo jednagine za ravni raspon (21) i (35).
Kombinovanjem jednacina (29) i (43) mozemo napisati jednac¢inu Y,=Y(Xuin, @, f, 1, X). Osnovni oblik
ove jednadine je (45), a njen kanonski oblik je (46).

y, = % x> - SXM'N x+h  x0[0,4] (45)
a a’
4f
Y=o (x- X 0= ? xO[0a] (46)
Na osnovu jednacina (44) i (46) matematicka veza izmedu Yy | Xuin je izraz (47).

4f
Y =y = ? Xmin ’ (47)



KONKRETNA PRIMENA JEDNACINE KRIVE VODA

Za crtanje krive voda ili za odredivanje visine voda u bilo kojoj tacki raspona u odnosu na X-osu
jednako se moze koristiti bilo koja od prikazanih jednacina za krivu voda. Izbor jednacine zavisi od
vrste raspolozivih ulaznih podataka i vrste zadatka. Inace svaka od jednacina ima svoju specificnu
primenu. Npr. jednadina (17) je edukativnog karaktera, jer iz nje se jasno vidi da je jednacina voda
ustvari razlika jednacine spojnice i jednacine ugiba. Jednacina (19) je najpogodnija za odredivanje
prve i druge derivacije, npr. u cilju matematickog odredivanja stacionarne tacke krive voda, tj.
minimuma. Jednacina (34) je pogodna za premestanje krive voda unutar koordinatnog sistema, npr. u
cilju izrade novih algoritama. Jedan takav konkretan primer je jednacina (48) za izraCunavanje duZine
voda u kosom rasponu na osnovu poznatog najveceg ugiba parabole. Trenutno u struénoj literaturi
nalazimo samo formulu (49) za duzinu voda u ravnom rasponu [2], te se ista koristi i za kose raspone
bez obzira Sto njena upotreba u kosom rasponu prouzrokuje znatne greske u proracunu. Pri izradi (48)
prvo je odredeno teme parabole pomoéu (35), a zatim je parabola premesStena u X-y koordinatnom
sistemu tako da njeno teme bude u koordinathom pocetku. Posle toga je pomocu integralnog racuna
matemati¢ki odredena formula za duzinu krive voda. Formula (48) je univerzalna, s obzirom da se
odnosi i na kosi i na ravni raspon. Ulazni podaci za proradun su @, f i Xu. (U slugaju ravnog raspona

Xun=a/2.) Za odredivanje f potrebno je prethodno uraditi mehani¢ki proracun voda.

2
L= a [arsh?; (a = XN )+ arSh?; X+

16f
(48)
8f 8f\’ , 8f 8f ?
+?(a_XMIN) 1+ ? (a_XMIN) +?XM|N 1+ ?XMIN
2
L:a+2EL (49)
a
ZAKLJUCAK

U radu je prikazano ¢ak devet razli¢itih verzija jednacine krive voda u kosom rasponu prema modelu
parabole. Nasuprot tome jednacina krive voda prema modelu lanéanice ima samo dve verzije.
Proracun parabole je znatno jednostavniji u odnosu na prora¢un lan¢anice, a osim toga pruza nam
mnogo viSe moguénosti i varijacija u samom proracunu Sto se vrlo lako moze iskoristiti pri reSavanju
standardnih, ali i vrlo specificnih zadataka u praksi. Zbog svega toga je primena parabole pri
projektovanju nadzemnih vodova vrlo €esta u situacijama kada odstupanje izmedu lan€anice i
parabole ne prelazi dozvoljenu granicu. Ina¢e matematiCki proracuni parabole i latanice se znatno
razlikuju jedan od drugog. Na osnovu najveéeg ugiba parabole f, te @, h, i h, moZzemo odrediti
jednacinu parabole, a onda na osnovu nje koordinate temena parabole. U slu€aju lan€anice je
drugacdije, kao neophodan podatak za matemati¢ko odredivanje jednacine lan¢anice u kosom rasponu
ne koristimo najveéi ugib voda f, nego parametar lan¢anice C. Prvo treba odrediti koordinate temena
lan€anice, a onda na osnovu formule (7) moZemo napisati konkretnu jednacinu za lan€anicu.
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